2021-10-09 Univerzitet Crne Gore - Gradevinski fakultet - Prethodno napregnute konstrukcije 1

PRETHODNO NAPREGNUTE
KONSTRUKCIJE

Predavanja
2021/2022

Pll — Uticaji od PN

Prof. dr Radmila Sindi¢-Grebovic¢



UTICAJI U KONSTRUKCIJAMA
IZAZVANI PRETHODNIM
NAPREZANJEM




2021-10-09 Univerzitet Crne Gore - Gradevinski fakultet - Prethodno napregnute konstrukcije

Ekvivalentna opterecenja

Prethodno naprezanje izaziva unutrasnja opterec¢enja u konstrukciji.

Ekvivalentno opterecenje se odreduje iz uslova da moze zamijeniti unutrasnje
opterecenje izazvano prethodnim naprezanjem.

Efekti prethodnog naprezanja (sile u presjecima i druga dejstva) predstavljaju dejstva
ekvivalentnog opterecenja kao spoljasnjeg opterecenja.

Analiza uticaja od prethodnog naprezanja vrsi se uz sljedece uproscenije:

Usvaja se pretpostavka da je sila prethodnog naprezanja konstantna
po duzini kabla, kao i tokom vremena.

Osnovna dejstva zategnutih kablova:
= Koncentrisane sile na mjestu kotve;
= Koncentrisane skretne sile na mjestu ostrog preloma trase kablova;

= Podijeljeno skretno opterec¢enja kod krivolinijske trase u pravcu
poluprecnika krivine.
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Dejstva kabla na betonski element

Krivolinijski kabl djeluje na betonski dio nosaca skretnim silama p,,, i silama trenja p;.

Smjer sile trenja je suprotan
od smjera zatezanja.

dor,
a) Ny Px Ny
KRAJ SA KOJEG ﬂsm KRAJ
SE ZATEZE&LA A KABLA %

A

Y

Koristecéi zavisnost

dobija se

N pojednostavljen
Dy = — k - T izraz za skretne
kn D1 "‘F—JL_JL ; sile:
‘F.
‘ izraz za polupreénik krivine kabla d 2y
v lzvor: R.Pejovi¢, 1999. ~ —N K (1)
d 2yk pkn ~ Kk dX2
1 dx? i pretpostavku da je

3/2 trasa kabla dovoljno (dYk JZ .

Pk d 2 . o
Yk plitka da se moze
1+ (—] usvojiti dx
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Sile kojim kabl djeluje na betonski element,
redukovane na osovinu Stapa:

Pix = Pkn SIN, — Py COSy, ()

Pky = Pun COSy + Py SiNey (9)
0SA °c | Koristeéi izraze (2) i (3) i jednakosti:
SISTEMA ¥
d ~
- tgoy, = S cosa,=1.0
dx
Dobija se:
47?/ p Jl dYk
® ; Pioc = Pun =~ Pia (4)
S Mg X
DDD] Py OSA > y
SISTEMA k
Piy Pky = Pkn * Pkt dx (5)
d
| sasad

Z.Perisié, 1983.

K
Izvor: M.A¢ié, A.Pakvor, mk — ka * yk — (pkn —X — pkt jyk (6)
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Ako se usvoji jednakost:  p,, = Py | zanemari py,
iz izraza (4), (5) i (6) dobijaju se izrazi za ekvivalentno optereéenje stapa:

d
Pux = pkﬂ (1) Py ®Pc 8 mp =p Y —— i (9)

dx dx

Ekvivalentno opterecCenje stapa AB

CCCCCCCCrCeCCiCes

v
N,

pky

yV
_‘L l J,_ lzvor: R.Pejovi¢, 1999.

Opterecenja p,,, p,, I M, sa koncentrisanim silama N, i N €ine sistem sila koje
stoje u ravnotezi.
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Ekvivalentno opterecenje u slucaju paraboliCne trase kabla

] S
1 B ] e
Jednacina parabolic¢ne trase kabla:
12 I
. ye E
Af — 10
y v lzvor: R.Pejovi¢, 1999. Yk = |—2 X(| — X)+ yAI—yB X=Yna (10)
Diferenciranjem jednacine trase dobija se:
d Af -
Yk _ > (| _2X)+M (11)
dx | I
2
¢ e _ _% (12)
dx I

naprezanja konstantna duz kabla.

Opterecenja p,, i m, se zanemaruju ukoliko se usvoji pretpostavka da je sila prethodnog
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Ekvivalentno opterecenje za nosac sa parabolichnom osom i
parabolicnom trasom kabla

N, /— OSA SISTEMA N,
a
o, i
ST . (i Ir S oA Ve
2{0 st f(-)I )—2‘%1'30
/ A / \
N,

NM/Z | P2 () | ;%_%
NAx\Lb b b LA A T1s1 T NB

Za simetrican slistem: i e e Ekvivalentno opterecenje:
Jednacéina paraboli¢ne trase kabla: . 3 I
p=-Ny —(f—T)
4f |2
Yk = 1z x(I - x)

Koncentrisane sile na krajevima
Jednaéina paraboli¢ne ose nosaca:

yo :@X(I _X) NAy = NA(SinaA—SinaAo)
|

N, = Na(cosa, —cosayg)

Ma =NaxYa
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Staticki odredeni sistemi

Kod staticki odredenih sistema unutrasnja optere¢enja ne izazivaju reakcije oslonaca.

Za staticki odreden Stap izlozen

) N_N_é C(CCC(C_QQC:CQ@@CQ@Q@C N, dejstvu ekvivalentnog

e optereéenja, presjecne sile M, T i
g N su date izrazima:
NAy y
Ea
- ’IL N = ka = Nk COSOlk

I ' %

%l QQQCQZQ.@FM}N

M =N Yk = NgYg cos
DPyy
s

X

Za co0sa,=1.0, mogu se u prorac¢unu koristiti vrijednosti:
Izvor: R.Pejovi¢, 1999.

N = Ny (x)

T ~ N, (x)sine,
M ~ Nk(X)yk
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Ako se zanemari uticaj promjene sile prethodnog naprezanja po duzini kabla,
ekvivalentno opterecenje ¢e sacinjavati:

v’jednako podijeljeno opterecenje p,, = p, i koncentrisane skretne sile Py, =P,

v’koncentrisana opterec¢enja na krajevima nosaca (sile Ny, , N,, i momenti
kayk)

Dato je nekoliko primjera ekvivalentnog optere¢enja proste grede za razlicite
oblike trase rezultujuc¢eg kabla.

Trasa kabla je pravolinijska i poklapa se sa teziSnom linijom grede

TL 1 Kabl

N = 7 - :
3 [ ¢ N k Nk N
- 4 i |
| s b -
A B e

a)

Nosac€ i trasa kablova i1zvor: v.Alendar, 2003. Ekvivalentno optereéenje
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Trasa kabla je pravolinijska i ima ekscentricitet y, u odnosu na tezisSnu liniju grede

NN () N =N

o NGO - @) w =y
[ T=0

Izvor: R.Pejovi¢, 1999.
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Paraboli€na nesimetri¢na trasa kabla (u opstem slucaju), sa
ankernim taékama izvan tezista presjeka

N, Ny

}’Aj & 3 3 o 2 i

;FI‘

e
! - v
N%NAJ’A P k=_12i N;.Vs dilb
N'j'b XTTTTT T T B N, Isprekidanom linijom je
prikazana normalna sila
u nosacu ukoliko se

i TAENO N,=const. T Ik uzme u obzir uticaj
N, ﬂ . Na,® nagiba kablova u
: N, 55 odnovsu na poduznu osu
nosaca.

Izvor: R.Pejovié¢, 1999.
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Parabolicna trasa kabla sa simetrichim kablom sa ankernim tackama u
tezistima presjeka na oba kraja nosaca

/R Tl i el ,
"‘&\‘&' A p . ﬂ’ ; kg'ln(i == D M P --.___‘--- ‘\Il\séna
N, _y.,;g_ S @ .@x i Yot
| , b —— b — e
e L }_—;-;{ "N CO“’A f ? f 1 ;1@)5&
A T A :
R | oo b)
.. Ekvivalentno opterecenije i
Nosac i trasa kablova lzvor: V.Alendar, 2003.

dijagram momenata savijanja

Paraboli¢na trasa kabla sa nesimetricnim kablom sa ankernom tackom u

tezistu presjeka na jednom kraju, i izvan tezista presjeka na drugom kraju

nosaca (sa ekscentricitetom e,)

TL N, M,,=
, P‘\‘ : "m?ifﬂ N, \”W . I\'ksin(xz Nkcosaz*c,_

o {\mqulA | f f ? f _é

c)

N

Ekvivalentno opterecéenje i
Nosac i trasa kablova lzvor: V.Alendar, 2003. dijagram momenata savijanja



Pollgonalna trasa kabla koja proIaZ| kroz teZ|ste pres;eka na oba kraja nosaca i
sa razli¢itim uglovima preloma trase

N, N,

TACNO

k

N,sinpB||} + Ny,

Izvor: R.Pejovi¢, 1999.
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Poligonalna trasa kabla koja prolazi kroz teziSte popre¢nog presjeka na
jednom kraju nosaca i ima ekscentricitet e, na drugom kraju

\,J'
TL Q, N 5 T
? e TN B [+ SRR P> N, sino T A] o M=
I\k \ G 3 i B M K __-,-.-—--"""{\;I D SiNa, Nkcos(xﬁ*e,'
mﬁ%*— J— — — — .:_\M ‘ —t =5 2 . \\\ * % &
4 ! _] o N %A e — - co
Ot pEHCEES G ke B l\*kC'OSOl§ S ullk_|__ b N :
A R e e T L COSaL,
PR o = } U—(xl-kaj A d) | .
d) = ; i :
Izvor: V.Alendar, 2003.
Dva pravolinijska kabla sa razli¢itim ekscentricitetima, od kojih je jedan
ankerovan u tackama unutar raspona, a drugi na krajevima nosaca
T ‘
o |
i i g e VR L2 ;
e e o e
A N, A \Il\__A_ kM“ M,,
LB e —a— —a
ats PRESS, o =ty % 2)

Izvor: V.Alendar, 2003.
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Pravolinijska trasa kabla i nosa¢ sa krivolinijskom teziSnom linijom

TL P%Du_g} _ e TS
e - ! - s
) A | A_ el) il o
I — £ 3 : e SRl B
ik%‘ 0 M 4 \;l e N,
e2) f f f f sy
SN PTL

lzvor: V.Alendar, 2003.

Paraboli¢na trasa kabla i nosa€ sa parabolichom teziSnom linijom koje
se medusobno poklapaju

TLikabl |

Izvor: V.Alendar, 2003.
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Balansiranje spoljasnjeg opterecenja

Koristan aspekt analize ekvivalentnog opterec¢enja predstavlja moguc¢nost
racionalnog izbora trase kablova i intenziteta sile prethodnog naprezanja
tako da se ekvivalentnim optereéenjem izbalansira spoljasnje opterecenje.

Mogucnosti balansiranja spoljasnjeg opterec¢enja prethodnim naprezanjem
na primjeru proste grede

Prosta greda opterec¢ena jednako podijeljenim optere¢enjem na savijanje se moze
prethodnim naprezanjem dovesti u stanje aksijalno optere¢ene grede silom N, .

4 TL

NN !

— — —— — — — — — —

l
Bind 4
e s
- g
o |

e

Izvor: V.Alendar, 2003.

— Nkf

2
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| za druge slucajeve opterecenja proste grede moze se odabrati trasa kablova tako
da se ekvivalentnim optere¢enjem od prethodnog naprezanja balansira spoljasnje

opterecenje.
Ako postoji koncentrisani moment na kraju proste grede — kablove treba postaviti sa

ekscentricitetom na tom kraju tako da se dobije moment savijanja istog intenziteta i
suprotnog smjera u odnosu na spoljasnji moment.

q M
YV ¥V “
3

P
b) :
lzvor: V.Alendar, 2003.

Na mjestu dejstva koncentrisane spoljasnje sile postavlja se prelom trase kabla tako
da se na tom mjestu od ekvivalentnog opterecenja dobije koncentrisana sila

suprotnog smjera u odnosu na spoljasnju.
TL
Q
RS T 1 L JQ ¥
i) X,
— _____!____/ S e
A
a -
Q, M,

wry 4

A& 1 , A M

c)

Izvor: V.Alendar, 2003.
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Staticki neodredeni sistemi

»Staticki neodredeni elementi | konstrukcije imaju sprije€ena pomjeranja
oslonaca, pa se prethodnim naprezanjem kod njih izazivaju reakcije
oslonaca i dodatni (sekundarni) uticaiji.

»Kao ilustracija pojave sekundarnih uticaja u prethodno napregnutim
stati€ki neodredenim nosa€ima, prikazana je kontinualna greda preko dva
polja, raspona L, koja je prethodno napregnuta konstantnom silom P |
ekscentricitetom e.

Ukoliko ne bi bilo
sprijeGeno pomjeranje

' ' ol na mjestu srednjeg
P_’E ; ; ﬂ‘_'“_lf oslonca, nosaé bi
le 2 i > dobio deformisani

oblik kao na slici b).
Medutim, sredniji

(a)
oslonac sprjecava
| pomjeranje i natom
mjestu javlja se
(b)

reakcija R.

lzvor: M.K.Hurst, 2003.
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»Sila prethodnog naprezanja P na rastojanju e od tezista presjeka izaziva
konstantan negativan moment savijanja duz nosaca, intenziteta Pe, prikazan
na slici a), (primarni moment).

»Reakcija oslonca R izaziva moment po linearnoj raspodjeli prikazan na
slici b), maksimalne vrijednosti RL/4, (sekundarni moment).

»Zbirni moment, koji je rezultat prethodnog naprezanja kontinualnog
staticki neodredenog nosaca, dobija se sabiranjem momenata a) i b), i dat je
na slici c)

(a)

(b)

(c)

T'P') Izvor: M.K.Hurst, 2003.
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»Rezultuju¢i moment od prethodnog naprezanja se u svakom presjeku duz
nosa¢a moze izraziti kao proizvod sile prethodnog naprezanja P i krakay.

»>Veli€ina y predstavlja polozaj sile pritiska od prethodnog naprezanja u
odnosu na teziste popre€nog presjeka nosaca.

»Linija koja je definisana ordinatom y predstavlja efektivni profil sile
prethodnog naprezanja.

Effective profile

Actual profile

lzvor: M.K.Hurst, 2003.

»>lzrazi za proracun prethodno napregnutih presjeka koji vaze za staticki
odredene nosace u kojima figuriSe stvarni ekscentricitet sile prethodnog
naprezanja e, mogu se primijeniti u slu€aju staticki neodredenih nosaca, pri
¢emu se koristi efektivni ekscentricitet y.
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Numericki primjer:

Kontinualna greda preko dva polja, svako raspona po 10m, prethodno je napregnuta
po pravolinijskoj trasi silom P=1500kN. Ekscentricitet je konstantan duz grede i iznosi
e=30cm Odrediti raspodjelu rezultujuéeg momenta duz nosa€a i reakcije oslonaca

usljed prethodnog naprezanja.

Ukoliko nije sprije€eno pomjeranje nad srednjim osloncem, moment od zadate sile
prethodnog naprezanja je konstantan duz nosaca i iznosi Pxe=1500x0,3=450kNm.
Negativan ugib na mjestu srednjeg oslonca (na sredini ukupnog raspona od 20m) se

racuna iz izraza:

8y = ML?/8EI 8y = 450-20%/8EI = 22500/EI

Ugib od reakcije srednjeg oslonca se raéuna iz izraza:

R
0r = R-203/48EI = 166,7 —

dp = RL3/48EI El

Izjednac¢avanjem vrijednosti 6M [ 6R: dobija se reakcija srednjeg oslonca R=135kN

Reakcije krajnjih oslonaca su jednake i iznose 135/2= 67,5kN.
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Dijagrami
momenata:

a) Primarni

b) Sekundarni
c) Ukupni

Efektivni pofil kablova:

Univerzitet Crne Gore - Gradevinski fakultet - Prethodno napregnute konstrukcije

(b)

{c)

Izvor: M.K.Hurst, 2003.

225

1zvorM.K.Hurst, 2003.



Prlmjer 2. Greda sa sprijecenim vertikalnim pomjeranjem na mjestu srednjeg
oslonca prethodno napregnuta paraboliénim kablom

Ekvivalentno opterecenje proste grede je:

TL 0 8N, f
- - =
~ . _pj o SR B e L2
A\ g o T T I — |~ ~==""N_  aodgovarajuci moment:
Erw: T e )
’ ., A My = P N

<N oL ... =K — =N,
a) L | 3

Reakcija srednjeg oslonca kod kontinualnog
Tk nosaca optere¢enog jednako podijeljenim
= 7 = — opterecenjem p, :

‘\"r"» : 1 pk ol

N o e » | 4 AN

K --_-—;-—f-L—ﬂﬁ;r —— N,
‘\ _._./ K X = 0.625 pkL _ 5p8kL _ 5Nkf

A 4 T :
b) k> * s Moment savijanja od koncentrisane sile X :
e XL 5N f L 5N,f

M, =

4 L 4 4
Ukupan moment nad srednjim
osloncem — zateze donju stranu:

N, \an

N, cosa N, cosu N, -f

\
<
X

|
=

I

¢) P,

lzvor: V.Alendar, 2003. p
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Na primjerima kontinualnog nosaca preko dva polja pokazano je da
prethodno naprezanje kod statiCki neodredenih nosaa izaziva

sekundarne uticaje.

Kod analiziranih kontinualnih nosac¢a trasa kablova je postavljena tako da se
prethodnim naprezanjem balansira optere¢enje proste grede. Zbog neadekvatnog
odabira trase kablova sekundarni momenti su umanjili efekte prethodnog
naprezanja koji bi bili postignuti istom silom prethodnog naprezanja po
odgovarajucoj trasi.

Efektivha trasa kablova se dobija podizanjem ili spustanjem aktuelne
trase nad srednjim osloncima, zadrzavajuci postojeé¢i oblik na dijelu

izmedu oslonaca.

Trasu kablova kod staticki neodredenih nosaé¢a treba voditi prateci tok
trajektorije napona zatezanja usljed spoljasnjih opterecenja.

Trase kablova kod staticki neodredenih nosacéa ne mogu se uvijek
odabrati tako da se ekvivalentnim opterecenjem u potpunosti balansira

spoljasnje opterecenje.
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Linearne transformacije i konkordantne trase

Moze se pokazati da kod kontinualnih nosa¢a sa paraboli€nim kablovima
momenti od prethodnog naprezanja zavise samo od strijele kabla f, a ne
zavise od ekscentriciteta kabla nad srednjim osloncima.

Primjer: Kontinualna greda na dva polja prethodno napregnuta
paraboli€nim kablom sa korigovanom trasom iznad srednjeg oslonca

&P TL

-
l |p—t—

Kontinualna greda i opterecenje Momenti od spoljasnjeg optere¢enja
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ProraGun momenta nad srednjim osloncem, usljed prethodnog naprezanja

%} i —T_L E‘ $ | LT R
A 1iTA A”
=5 W 5 ._L.j’_- ' ,-;__?_ ey s
b). .
=mnail — L

Trasa kablova za-prethodno naprezanje Uticaji od prethodnog naprezanja

_ 8N f  8Nye
Podijeljeno skretno opterecenje je: k — L2 B L2
m _5P2L 10 10N,f
Reakcija srednjeg oslonca: k — g - 3 Pkl = L

Moment nad srednjim osloncem:

Rl p-RLF Rl p-l?
4 8 2

Mk :5Nkf —4Nkf = Nkf = Nke



Na slici su prikazane dvije trase kablova kontlnualnog nosaca na dva polja sa razli€itim
ekscentricitetom nad srednjim osloncem, istom silom N, i strijelom f.

lzvor: V.Alendar, 2003.

Ekvivalentno optereéenje
od prethodnog
naprezanja u oba slucaja
ima iste efekte u pogledu
momenata savijanja i
ugiba. Razlikuju se samo
komponente sile na
krajevima nosaca zbog
promjene nagiba kabla.
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Zakljucci

Plitke parabolicne trase kablova sa strijelom jednakom ekscentricitetu kabla
iznad srednjeg oslonca ne_izazivaju reakcije oslonaca. Stati¢ki uticaji su
jednaki uticajima u prostoj gredi raspona 2L (kad se ukloni srednji oslonac).

Ukoliko se sila prethodnog naprezanja N, i strijela f zadrze konstantnim,
polozaj kablova nad osloncem se moze mijenjati bez uticaja na momente |

ugibe od prethodnog naprezanja.

Pomjeranja polozaja trase iznad srednjeg oslonca kontinualnog nosa€a se
nazivaju linearne transformacije.

Konkordantne trase

Trase kablova kod kojih su uticaji jednaki uticajima u stati€ki odredenim
sistemima su konkordantne trase. Ove trase se mogu dobiti iz dijagrama
momenata (afine su sa dijagramom momenata). Kod stati€ki odredenih

nosaca trase su uvijek konkordantne.

Konkordantne trase ne daju optimalno rjeSenje sto se ti€e balansa spoljasnjih uticaja u
staticki neodredenim nosacima. Cesto je racionalnije rjeSenje sa ve¢im ekscentricitetom
kablova jer je potrebna manja sila prethodnog naprezanja.
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Numeri€ki primjer: Linearne transformacije trase

L 10m

-

|

(b} Izvor: M.K.Hurst, 2003.
30 150 240 150 E V)
(a) i T i T i
60 150 180 150

w1 3

Ekvivalentno optereéenje za date trase

t 4

lzvor: M.K.Hurst, 2003.

Trasa kablova na slici
b) je linearna
transformacija trase
na slici a).

Ekvivalentno optereéenje
od prethodnog
naprezanja duz raspona
u oba slué€aja je jednako.
Zbog razlic¢itih nagiba
kablova, reakcije
oslonaca za razlicite
grede se razlikuju.
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Raspodjela primarnog, sekundarnog i ukupnog momenta za posmatrane grede.

-300 =300
W T
240
—168- 262
-844 1087 —~844 *
/ 1 e — : i T —————
* * l 657 1313 657 f
169 338 169 139 134
-2344 ~2344 =2344d =2344

2813
Izvor: M.K.Hurst, 2003.

Posto su optereéenja duz raspona jednaka, jednaki su i ukupni momenti od
prethodnog naprezanja.

Medutim, raspodjela primarnog i sekundarnog momenta, kao i reakcije
oslonaca su razli¢ite u oba prikazana sluéaja.
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Numeri€ki primjer: Konkordantne trase

Odrediti konkordantnu trasu kablova za gredu prikazanu na slici, za silu prethodnog
naprezanja 500kN. Jednako podijeljeno optereéenje grede je 12kN/m.

. 1om .L om ) !li-im

—140-7

(b) lzvor: M.K.Hurst, 2003.

Dijagram momenata od zadatog
jednako podijeljenog
optereéenja grede je dat na slici
a).

Ordinate trase kablova se
dobijaju dijeljenjem momenta
savijanja u svakom presjeku
silom prethodnog naprezanja.

Rezultujuéi profil je prikazan na
slici b).




